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1. Введение 

 
        Обратные задачи по определению коэффициентов дифференциальных  

уравнений с частными производными представляют интерес во многих 

прикладных исследованиях. Эти задачи приводят к необходимости 

приближенного решения обратных задач математической физики, которые 

некорректны в классическом смысле. К ним относятся задачи идентификации 

неиз-вестных плотностей источников и коэффициентов. Большое значение 

имеют коэффициентные задачи для эллиптических уравнений, в которых 

неизвестные коэффициенты не зависят от одной переменной [1-7], [12-13]. 

Такие модели характерны для задач теории фильтрации. В частности, 

определение теплофизических характеристик сред в стационарном случае 

приводит к обратным задачам для эллиптических уравнений. Исследования 

таких задач вызвано как теоретическим интересом, так и практической 

необходимостью. 

В работе [9] приведены методы решения различных обратных задач с 

краевыми условиями.  

                                                 
* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 03.11.2015 
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Целью данной работы является доказательство единственности и 

существования решений обратной краевой задачи для эллиптического 

уравнения второго порядка.  

 

2. Постановка задачи 
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Определение. Функции  ),(),( 2120
xxuxai  

назовем решением задачи (1)(5), 

если  
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и удовлетворяются соотношения (1) (5).  

Нетрудно проверить, что если решения задачи (1)(5) существуют, то при 

принятых пред-положениях о гладкости данных задачи 
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   Действительно, при принятых 

предположениях из общей теории эллиптических  уравнений следует, что 
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Уравнение (1) также можно записать в следующем виде 
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3.       Единственность и устойчивость решения
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Здесь jeijeijjipeij tllnmxPll ),,(,),(),( 21  определяются следующим образом:  
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Лемма 1. Пусть решения задачи (1)  (5)  существуют. Тогда верны 

следующие оценки 
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Доказательство. Первое неравенство для задачи (1)(3) при каждом Ie  

получается из принципа максимума. При 1e , продифференцируя 

уравнение (1) дважды по 1x  и используя принцип максимума, получим 

вторую оценку. Аналогично, при 2e , получим оценку (6). Лемма 1 

доказана.  

Единственность решения обратной задачи (1)–(5) в предположении его 

существования устанавливает 

Теорема 1. Пусть .1,0)( 2120
 lNlxg i Тогда решение задачи (1)(5) 

единственно и верна  следующая оценка 
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Доказательство. Из ),5()1(  соответственно, вычтем (1)(5) и положим 

),( 211 xxZ  ).,(
~

),( 2121 xxxxZ e  Тогда  получим  

 ),(
~

)(),()()( 212211122121 2211
xxxcxxZxaZxa eexxxx



 

  

),(),()( 221

2

1

12 xxxZxc i

i

i 


                            (8) 

0),0( 21 xZ
 

,0),()1(),()2( 211211
1

 xlZexlZe
x                           (9)   

                                           
,0),()0,( 2111110 2

 lxZbxZb x              (10)      

                                          
,0),(),( 21112110 2

 lxZdlxZd x                          
 (11)            

                                ),,0()()()( 2111222 10
xZxxx xei  

                
      (12)                

Здесь  

,),(
00

210 ixixi uxx  ,)],0()[()( 1

222 10

 xuxax xi  

),,(
~

)(),()()(),(),( 212

2

1

217222121211
11

xxxaxxuxxxxuxx
ixixe

i

iiie xx  


  

)( 22 xe   .),0(
~

)()()( 228

1

22
10

xxxax
xei  


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При помощи функции Грина из (19) (22) определим ),( 21

)1( xxZ s
 через 

правую часть равенства (19) и подставим это выражение в условие (23). Тогда 

получим   
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Положим .)(max 2
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0
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i
x

s     Прежним путем как доказательство теоремы 

1 из  системы (24) следует, что  )1(s .)( 2/1

213

)( llNs  Таким образом 

теорема доказана. 
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5. Существования решения 

          Сначала докажем одну лемму. Для простоты будем принимать 

.1)( 2 xc  

Лемма 2. Пусть задача 
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xxubxub x  ,0 11 lx                                   )27(  
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Доказательство. Положим 
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Нетрудно проверить, что ),( 21 xx  удовлетворяет условиям задачи 
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      Учитывая условия леммы, получаем что наибольшее положительное 

значение функции ),( 21 xx достигается при 01 x . Тогда 0),0( 21
xx , 

другими словами 

                                  
1

122 )()(0,
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
 lxmxu x .                          (30)  

Аналогично прежнему, после подстановки ),( 21 xxV  в (25)(28) учитывая 

усло-вия  леммы, получаем, что наибольшее положительное значение 

функции ),( 21 xxV  дос-тигается при 01 x . Поэтому 0),0( 2
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Объединяя оценки (30) и (31), получим оценку (29).  Лемма 2  доказана.  

Теорема 3. Пусть  
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Доказательство. Доказательство проводится методом последовательных 
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       Таким образом, для всех приближений )( 2
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0
xa s

i строго положительная, 

непрерыв-ная и равномерно ограниченная функция. Тогда из общей теории 

эллиптических уравнений следует, что при условиях теоремы 

последовательность  ),( 21

)( xxu s
 равномерно ограничена по норме 

.2,2 pWp  Поэтому  ),( 21
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 компактна в ).(1 DC  При этом из   

условия (18) следует, что последовательность )( 2

)1(

0
xa s

i


будет компактна в 
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 в 

)(2 DC . В системе (14)(18)  переходя к пределу при  s   получим,  

что существует пара функций   ),( 20
xai  ),( 21 xxu  удовлетворяющих 

условиям (1)(5). Теорема доказана. 
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         При 1,0,0  eqk  для решения задачи (1)(5) можно брать 

следующие функции:
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В этом случае )( 2xm определяется следующим образом:
 

                         
.

2

1
)( 1

2
2
2

2 l
xx

xm


  

Для этих функций удовлетворяются условия теоремы 3.                                                
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Xətti  elliptik  tənliklərdə  yüksək tərtibli törəmələrin qarşisindaki 

məlum  olmayan  əmsallarin təyini  haqqinda 

 

R.A. Əliyev, A.X. Abdullayev 

 

XÜLASƏ 

 
          İşdə xətti elliptik tənliklərdə məlum olmayan əmsalların təyininə dair müxtəlif sərhəd 

şərtli tərs məsələlərinə baxılır. Varlıq, yeganəlik və dayanıglıq teoremləri isbat olunmuşdur. 

Ardıcıl yaxınlaşma metodundan istifadə edərək həllin tapılması alqoritmi qurulmuşdur. 

         Açar sözlər: tərs məsələ, elliptik tənlik, requlyasiya alqoritmi.  

 

 

On a determination of unknown coefficients at the  high derivatives in the 

linear elliptic equation 

 

R.A. Aliyev, A.Kh. Abdullaev 

 

ABSTRACT 

 
In the paper inverse problems on determination of the unknown coefficients with 

various boundary conditions for the linear elliptic equations are considered. The theorems 

on existence, uniqueness and stability are proved. An algorithm is developed for the 

construction of the solution. 

 Keywords: inversion problem, eliptic equation, regulating algorithm. 

 


